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Stima dello stato in presenza di disturbi:
il filtro di Kalman

Le misure dell'ingresso e dell’'uscita dei processi reali sono spesso affette da eorcgide non sempre
idonei gli osservatori progettati supponendo esatte le misure. Si consideri il sistema dinamico lineare,
non stazionario e continuo descritto dal modello

x(@)=A@)x()+ B@)u(t) + w(t) (1a)
y(@) =C@t)x(@) +v() (1b)

con stato inizialex (tg) = xo e per il quale:

1) L'ingressou(t) sia misurabile esattamente per ogmi 1o;

2) w(t) ev(r) siano processi stocastici Gaussiani bianchi, mutuamente incorrelati con matrici di covari-
anza note: i
E[w(t) vT(t) =0 Vt, >0

Elwow’ @] =00s0 -1
E [v(t) T | = R8¢t —1)

3) xo Sia un vettore aleatorio con valore medio e matrice di covarianza nota:
E [x] = To E|(x - Fo)tx %o | = Po:
4) | processi stocastie(¢) e v(¢) siano incorrelati con il vettore aleatorig:
E[xo wT(t)] =0 E[xo vT(t)] =0.

Si consideri ora I'osservatore ideutiper il modello (1):
X0 = A0 +BOu@) + K@) [y@t) - C1) (1] (2

con stato iniziale (rg) = xo. Sidefiniscal’errore distima(r) = x(¢) — x(¢) e 'errore quadratico medio
di stima

E[eT(t)e(t)] . (3)
L'errore quadratico medio di stima all'istantalipende dalla scelta diy e della matrice (funzione del
tempo)K (¢) e fornisce una misura dell’attendibdidella stimax () all'istanter.

Il progetto dellosservatore ottimo consiste nel sceglierg la matrice K (¢) in modo da minimizzare
I'errore quadratico medio di stima (3). Se la matriRé¢) e definita positiva (se cetutte le misure
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delle componenti del vettore di uscita sono affette da rumore) la soluzione del problema [Kalman—Bucy,
1961]e data da

K@) =P0OCT R 1) (4)
X0 = X0 (5

ove P(t) e la soluzione dell'equazione di Riccati
P(t) = AP+ P()AT (1) — P()CT ()R ()C(t) P (1) + Q(1) (6)
con
P(tg) = Po . (7

La stima fornita dall’osservatore ottimo deffitiro di Kalman, € non polarizzata cil valor medio
dell’errore di stima nullo
E[e(r)] =0

mentre la sua matrice di covarianza coincide &in):
E [e(t)eT(t)] — P().

Il valore dell’errore quadratico medio di stinéedato da

E [eT(t) e(t)] —t[P®)] .

La matriceK (1) e detta matrice dei guadagni del filtro. Il filtro di Kalmanl dispositivo lineare che
fornisce la stima con errore quadratico medio minimo; non esisteatmun altro dispositivo algebrico
o dinamico che, elaborando linearmente le misure e u(¢), fornisca una stima dello stato con errore
guadratico medio di stima minore. L'errore di stim@) — C(¢)x(¢) € dettannovazione ede un processo
stocastico bianco con matrice di covarianza uguale a quelié di

La non polarizzazione della stinddr) dipende dalla condizione (5) eédindipendente dalla particolare
scelta della matrice dei guadagtiiz). Posto infatti

X(1) =E[x(®)], () =E[2(], y(t) = E[y(1)]

si ottiene )
x(t) = A@) x (@) + B(t) u(t)
X(t0) = Xo
y(6) = COE()
50 = AOF0) + BOu® + K0 [50) - COF0)]

x(to) = Xo.
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Conlacondizione (5) risulta E{r)] = x(¢) —%) =0 poicte il terminey (1) — C(1)%(t) & identicamente
nullo indipendentemente dalla sceltaidiz).

Matrice di covarianza dell’errore di stima

L'errore di stimae descritto dal modello

et) =[A@) — K@)C@®)] e(t) +w(t) — K(t) v(1) 8
e(tg) = x0 — Xo .

Indicando conP (1) = E{[e(t) — e()][e(t) — e(1)]T} la matrice di covarianza dell’errore di stima, si
ottiene, dal modello (8),

P@) =[AG) — K@)C®] P(t) + PO [AW) — KOCH] + Q) + KORMNOK (1), (9)

con la condizione inizialé® (1) = Py cioe, considerando la relazione (4), 'equazione di Riccati (6).
L'equazione (9) pa venire utilizzata anche per calcolare la matrice di covarianza dell’'errore di stima
utilizzando una matrice dei guadagdtiiz) diversa da quella ottima (4).

Il guadagno del filtro

Il filtro di Kalman & un osservatore iderditnel quale, anche per i sistemi stazionari, la matrice dei
guadagni varia nel tempo. Nell'osservatore idenlit differenza tra la misura dell’'uscita del sistema

e la sua stima fornita dall’osservatarain errore (innovazione) utilizzato per la correzione della stima
cioe per estinguere I'errore iniziale. In ambiente stocastico I'innovazione deve essere usata anche per
correggere gli effetti dell’errore di previsione; inoltre, a causa degli errori modellati tramite il processo
v(t), 'innovazione pw essere non nulla anche quando la stima del vettore diestetatta. La matrice dei
guadagnik (1), costituisce un compromesso tra due esigenze distinte: I'oppartdinitilizzare le mi-

sure disponibili per correggere la stima dello stato e la ne@adisibn peggiorare la stima corrente a causa
degli errori sulla misura dell'uscita. Si pubsservare come nell’osservatore ottimo la proporzianalit
tra la matriceK () e la matrice di covarianza dell’errore di stinRdr) renda i guadagni dell’osservatore
tanto pl elevati quanto pi elevatoe, a paria di altre condizioni, I'errore sulla stima corrente. La
proporzionalil tra lak (¢) ed il prodottoC (r)R~1(r) pud essere interpretata come proporzioatia i
guadagni dell’'osservatore e I'affidabditlelle misure sull'uscita.

L'osservatore ottimo nel caso scalare stazionario

Si consideri il modello lineare e stazionario del primo ordine

x(t) =ax(t) 4+ w(t), x(0) = xq
y() = x(t) +v(r)

ovew(t) ev(t) siano processi stocastici bianchi con autocorrelazione data da:

Elw@®w(r)] =g —1)
E[vi®)v(t)] =rd( — 1)
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L'equazione di Riccaté data, in questo caso, da

2
p(t) —2ap(t) + pr(t) —q =0, p0) = po;

il valore di regime dip(¢) e dato dalla radice positiva dell’equazione di secondo grado che si ottiene
imponendop(t) = 0 nell’equazione precedente.

Stima di una costante scalare mediante il filtro di Kalman

Si supponga di volere stimare il valore di una costante scatareon nota a partire da una misura
deteriorata da un errore costituito da rumore bianco. |l probkeahescritto dal seguente modello

x() =0, x(0) = xg
y() = x(t) +v(r)

ove
1) v(r) € un processo stocastico scalare bianco con autocorrelazione nota

E[v()v(n)] =0l8(t — 1) ;

2) xo € una variabile aleatoria con valore medipe varianzapg noti;
3) Il processo stocastiag(t) e incorrelato con la variabile aleatorig;

E[xov(r)] =0.

Il modello del filtroe dato da

(1) = k() [y(0) — 2], £(0) =Xo
dove

1 ) 1,

k() = — p(0), pt) = —— p=(0), ) =po.

GU Uv

Integrando I'equazione di Riccati si ottiene

Po
61)2+pot '

Po

- - - k =
1+ (pojod)t’ ®

p() =

Come si po osservare, par— oo, p(t) tende a zero e quindi la stinddr) tende al valore da stimare

xo; dopo un tempo sufficientemente lungo si ha quindi a disposizione una stima esatta della grandezza
da stimare. Inoltre, poiéghpert — oo anchek(r) tende a zero, I'importanza attribuita alla misura
disponibile diminuisce al cresceredi
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[l filtro di Kalman a tempo discreto
Si consideri il modello lineare discreto

x(k+1) = A(k) x(k) + B(k) u(k) + w(k)
y(k) = C(k) x (k) + v(k)

con stato inizialex (ko) = xg € per il quale
1) u(k) sia una funzione nota a priori 0 misurabile pet ko, ko + 1, .. .;

2) w(k) ev(k) siano processi stocastici discreti nel tempo, mutuamente incorrelati, bianchi e con matrici
di covarianza note:

E[wi)v k) |=0
E[wiw ] = 0w, (k) > 0
E_v(j)vT(k)] — R(k) 5, RK) > O :

3) xp sia un vettore aleatorio con valore medio e matrice di covarianza noti
E[xo] = Xo, E [ (x0 — ¥0) (xo — X0)” ] = Po;
4) | processi stocastiev (k) e v(k) siano incorrelati con il vettore aleatorig:
E[xowT(k)]zo, E[xovT(k)]:O.
L'osservatore identit per questo sistemadato da

X(k+1) =[A(k) — K(k) C(k)] x(k) + B(k) u(k) + K (k) y(k)

con stato inizialex (ko) = xo. Definendo I'errore di stima(k) = x(k) — x(k) e I'errore quadratico
medio di stima
E [eT(k)e(k)]

il problema della determinazione éy e della matriceK (j) che rendono minimo I'errore quadratico
medio di stimae detto problema dell'osservatore ottimo a tempo discretoR &g e definita positiva
per ognik la soluzionee data da

X(ky) = X0
-1
K (k) = Ak) Pk) CT (k) [R(k) + C(k) P(k) CT(k)]

essendd (k) soluzione dell’equazione di Riccati discreta

P(k+1) = —A(k) P(k)CT (k) [R(k) + C(k) P(k) CT(k)] 1C(k) P(k) AT (k) +

A(k) P(k) AT (k) + Q(k)
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con condizione iniziale® (kg) = Pp. La stima cobottenutag non polarizzata e la matrice di covarianza
dell’errore di stima coincide con la matrid&k). L'errore quadratico medié dato da

E[eT(k)e(k)] —tr[P()] .

Tale osservatore ottime detto filtro di Kalman a tempo discreto. La matri€ék) € detta matrice dei
guadagni del filtro. Utilizzando I'espressioneiik) € possibile anche riscrivere I'equazione di Riccati
discreta nella forma:

P(k+1) = [A(k) — K(k) C(k)] P(k)[A(k) — K (k) C(k)]" + Q(k) + K (k) R(k) K (k) .

Filtro di Kalman stazionario

Lanon stazionari@tdell’osservatore ottim@dovuta tanto alla non stazionaéiekel sistema da osservare e
dei processi stocastici in gioco quanto al fatto che il guadagno, dipendendo dalla soluzione dell’equazione
di Riccati,e funzione del tempo. Nel caso di sistemi e di processi stocastici stazionari assume interesse
studiare I'osservatore ottimo a regime. Si consideri il sistema dinamico lineare, stazionario e continuo
descritto dal modello

x(t) =Ax(t)+ Bu(t) + Dw(t) (10a)

y() = Cx(1) +v() (10D)

con lo stato inizialer (fp) = xg e per il qualew(r) e v(r) siano processi stocastici stazionari bianchi con
matrici di covarianza:

E [w(t) wT(t)] —068(—1)
E [v(t) vT(r)] —RS(t—1);

In tale caso, sotto condizioni poco restrittive, la soluzione a regime dell’equazione di Ricaa#
soluzione, semidefinita positiv&,,, dell’equazione algebrica di Riccati

AP+PAT —pPcTRIcP+DODT =0.

e I'osservatore ottimo stazionario minimizza 'errore quadratico medio di stima

im E [eT(t) e(t)]

fp—>—0o0

per qualunque condizione inizial® (> 0); il valore dell’errore quadratico medio di stingadato da

lim E[eT(t)e(t)]ztr[Poo].

fp—>—0o0

Nel progetto del filtro di Kalman stazionario non ha pinportanza la conoscenzaxy e della matrice
di covarianza Py, del vettorexy.
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Il filtro di Kalman nell'identificazione di un sistema

Siconsideriun sistemadiscreto a singolo ingresso e singola uscita descritto dalla funzione di trasferimento

ove
Q@) =7"+ an_lzn_l +...+o1z4+ap

P(2) = Bu12" 1+ ...+ Brz + Bo.

Il modello pw anche essere scritto nella forma

yk)+o,—1ytkk—1D+...+agyk —n) =
Bun—1utk — 1)+ ...+ Bou(k —n). (11

Indicando, per semplict cona il vettore dei parametri,
a=[ap-1...00Bu-1-..Bo]"
si supponga ora che tali parametri siano soggetti a perturbazioni descrivibili mediante relazioni del tipo
ai(k +1) = a; (k) + w; (k)

ove w; (k) € un processo Gaussiano bianco a valor medio nullo indipendente(@pperi # j. Si
supponga anche che le misure disponibili dell'ingresso e dell’'uscita siano affette da errori e che la (11)
possa, a causa di tali errori, essere scritta nella forma

yk)+ap_1yk—1) +...+apgytk —n) =
Br—rutk — 1)+ ...+ Bou(k —n) + v(k) (12

ovev(k) € un processo Gaussiano bianco con valor medio nullo. Il problema della stima dei pagametri
del sistema a partire dalle misurék), u(k), pud essere basato sull’'uso del filtro di Kalman considerando
Il processo con stato(k) = a(k) descritto dal modello

x(k 4+ 1) = x(k) + w(k),
y(k) = C(k) x(k) + v(k), (13

ove
Ck)=[-yk—1)...—y(k—n)utk —1)...utk —n)].

Il filtro di Kalman fornisce la stima

X(k+1)=[I — K(k)C(k)] x(k) + K (k) y(k)
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ove 1
Kk = PUOICK" [CPOCHT +RM0)| .

P(k+1) = P(k) — P(k)C(k)" [C(k)P(k)C(k)T + R(k)]_lc(k)P(k) + 0(k),

R(k) = E[v(k)?], Q (k) = E [wk) w(k)T].

Si noti come, nel caso di sistemi stazionatri, risglik) = 0. Si noti anche come sia necessario dare a
priori una valutazione del valor medio e della varianza dei singoli parametiiifiltro inoltre non pwo
essere attivato al temgo= 0 percle per costruire la matrio€(k) occorre attendere il temgo= n — 1.

Tale approccice particolarmente utile per una identificazione in linea, che aggiorni i parametri di un
modello moderatamente non stazionario in base alle misure via via disponibili; in applicazioni batch
fornisce la stessa stima ottenibile utilizzando i minimi quadrati ordinari.



