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Avvertenza: Vari contenuti di quesstide, che vengono fornite agli allievi solo come traccia delladai svolte,
sono tratti dai seguenti testi ai quali si rimanda per unidaizaone completa della materia:

Giovanni Marro - Teoria dei Sistemi e del Controllo, Zaniih8&ologna.
Indice ed errata corrige: http://sting.deis.unibo.g/€orso/Testi/Testi.htm
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Giovanni Marro - Teoria dei sistemi: Fondamenti, PatronpBoa.

(Il testoe fuori stampa ma disponibile nella biblioteca Dore della Faéotti Ingegneria)
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1.1 Definizioni generali
Sistema gvornuc): Insieme di pu parti legate da qualche forma di relazione.

Sistema (TDS):0ggetto, dispositivo o fenomeno la cui interazione con baante
circostante si manifesta attraverso la variazione diattrmisurabili.
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Modello matematico: Insieme di relazioni che descrivono i legami esistenti trari
attributi misurabili (variabili) del sistema considerato

Ingressi: Variabili indipendenti (cause) che descrivono l'azioné#’dmbiente esterno su di
un sistema.

Uscite: Risposte del sistema agli ingressi applicati (effetti).
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Sistemi orientati: Sistemi le cui variabili sono suddivise in ingressi ed wescit

] 5 I

Un sistema orientato

v ') ') v

Orientamenti diversi di uno stesso sistema

Sistemi algebrici: Sistemi nei quali i valori delle uscite in un certo istantpahdono solo
dai valori degli ingressi allo stesso istante.
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Sistemi dinamici: Sistemi nei quali i valori delle uscite in un certo istantpahdono anche
dai valori assunti dagli ingressi in istanti precedenti.

1.2 I modelli del sistemi

Stato: Informazione che riassume, in ogni istante, I'effetto @slioria passata del sistema
sul suo comportamento futuro.

Sistemi liberi: Sistemi privi di ingressi, che non subiscono alcuna inflaetall’ambiente
circostante.

Insiemi associati ai modelli matematici dei sistemi:
— Insieme dei tempi]

— Insieme degli ingressi/

— Insieme delle funzioni di ingressty

— Insieme degli statiy

— Insieme delle uscitey

—e

. ey

=

A.A. 2010/11-p.5/33



Sistemi continui e discreti: | sistemi sono deti tempo continu@ continui see7 =R, a
tempo discretm discreti, see 7 = Z.

Sistemi algebrici: Un sistemaorivo di memoriao algebricoe descritto dagli insientr”, i,
Y e da undunzione ingresso—uscita

y(t) = g(u(t), 1). (1.1)
Sistemi causali:Un sistema si definisagausaleo non anticipativose la sua uscita
all'istantet non dipende dai valori che I'ingresso assuaieristanti successivi.

Modello esterno di un sistema dinamico:Un modello esterno per un sistema dinamgco
costituito dagli insiemi/, U, U, X, Y e dallafunzione di risposta

y(t) — ’}/(t,to,.ﬁUo,U(')) (12)
con le seguenti propriat

1) ~(t,to, o, u(-)) € definita pet > ty, non necessariamente pgex ¢, (orientamento del
tempg;

2) la dipendenza dj dall'ingressce limitata all'intervallo chiusdty, t] (causalit).
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Stati indistinguibili in un intervallo: Due statir; edxs di un sistema dinamico si
definisconandistinguibili nell’intervallo [ty, 1] se

v(t,to,xl,u(o)) = ’y(t,tg,xg,u(-)), Vite |ty t], Vu(-) e Us. (1.3)
Stati equivalenti: Due statiz; e x5 di un sistema dinamico che siano indistinguibili In

to,t1] per ogni coppia diistanty, t; € 7, t1 >ty Si definisconaquivalenti

Sistemi in forma minima: Un sistema dinamico si dice isrma minimase privo di stati
equivalenti.

Modello ingresso/stato/uscita di un sistema dinamicodn modello ingresso/ stato/uscita
per un sistema dinamiadcostituito dagli insiem®”, U, U, X', Y e dallefunzioni di
transizione dello stato

edi uscita z(t) = o(t,to, o, u(-)) (1.4)

con le seguenti propriat
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1) p(t, tg, xo, u(-)) € definita pet > ¢y, non necessariamente gex: t, (orientamento del
tempg;

2) la dipendenza dp dall'ingressoce limitata all'intervallo chiusaty, ¢] (causalig);

3) lo stato in un istanté puo essere calcolato attraverso un numero arbitrario diiiziems
successive trg, et (composiziong

4)x = ¢(t,t,z,u(-)) (consistenza
Teorema — Modello ingresso/stato/uscita implicato da un natello esterno: Ogni

modello esterno (1.2) per un sistema dinamico in forma manmmplica un modello
Ingresso/stato/uscita (1.4)-(1.5).

Teorema — Modello esterno implicato da un modello ingresssfato/uscita: Ogni
modello ingresso/stato/uscita (1.4)-(1.5) per un sistémamico implica un modello
esterno del tipo (1.2).
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Modelli differenziali ingresso/stato/ uscita: Un modello differenziale ingresso/stato/uscita
per un sistema dinamico a tempo contireucostituito dagli insiem? (= R), U, U, X, Y,
da unafunzione di veloc# di transizione dello stato

i(t) = f(x(t), u®),t), (1.6)
avente un’unica soluzione per ogni stato iniziale e ognziome di ingresso ammissibile, e
da unafunzione di uscita

y(t) = g(x(t), ult),t) (1.7)

Modelli alle differenze ingresso/stato/uscitalUn modello alle differenze per un sistema
dinamico a tempo discre®composto dagli insiemd (= Z), U, U, X, Y, da undunzione
di stato futuro

r(t+1) = f(x(t), u(t),t) (1.8)
e da undunzione di uscita
y(t) = g((t), u(t),t) - (1.9)
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Proprieta — Il modello differenziale (1.6)-(1.7) e quello alle diftarze (1.8)-(1.9)
definiscono un modello ingresso/stato/uscita (1.4)-(@dbyin modello esterno (1.2).

Sistemi puramente dinamici: Un sistema si definisgguramente dinamicquando la
funzione d’'uscitae del tipo

y(t) = g(z(t),t) . (1.10)

Proprieta — Un sistema dinamico gusempre essere scomposto in un sistema puramente
dinamico ed in un sistema algebrico interconnessi.

sistema e sistema

——&——| puramente puramente —-

dinamico }——={ algebrico

Scomposizione di un sistema dinamico
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Sistemi stazionari Un sistema si definisc&azionarioo costantequando qualunque coppia
(w0, u(-)) (xo € X,u(-) € Uy) determina la stessa evoluzione dello statg, , e
dell'uscitay|, , per ognity e per ogni > ty. Nei modelli differenziali e alle differenze dei
sistemi dinamici stazionari il tempo non compare come aggamesplicito.

Proprieta — Lo statodi un sistema dinamice un elemento di un insiemagsieme degli
statl) soggetto a variare nel tempo. Lo stai@;) a un dato istant&,, unitamente al
segmento di funzione d'ingressgy, ;,1, determina univocamente I'evoluzione dello stato
T|1t,,4,) € delluscitay |, +,1-

Sistemi a stati finiti, sistemi a dimensioni finite e infinite Un sistema dinamico viene
detto astati finiti, adimensioni finiteadimensioni infinitese I'insieme degli stag
rispettivamente un insieme finito, uno spazio vettorialea@edsioni finite 0 uno spazio
vettoriale a dimensioni infinite.

Sistemi compatibili— Due sistemi dinamick’; e X5 si definisconaompatibilise hanno gli
stessi insiemi dei tempi, degli ingressi, delle funzionindjresso e delle uscite @se
Uy =Uz, Up1 =Upo=Ujs, V1 =Do.
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Sistemi equivalenti— Due sistemi dinamick’; e 25 si definisconcequivalentise sono
compatibili e ad ogni stato; € X; (x2 € X5) dell’'uno si pw associare uno staig € X,
(1 € A1) dell’altro tale che sia

71 (t, to, z1,u(:)) = 72 (¢, to, T2, u(-)) Vio, Vi>to, Vu(-)€ly. (1.11)

1.3 Moti, traiettorie, stati di equilibrio

Evento, moto e traiettoria: La coppia(t, z(t)) € 7 x X prende il nome devento la
funzione di transizione, noti I'evento inizialey, z(ty)) e la funzione di ingresso(-),
fornisce un insieme di eventi che prende il nomendita

{(t,2(t)) : x(t) = @(t to, z(to),u(-)) , tE[to,t1] } (1.12)
L'immagine del moto nell’insieme degli stati, @d'insieme
{x(t) : z(t) = o(t, to, x(to), u(")) , t€[to,t1]} (1.13)

di tutti i valori assunti dallo stato ifty, ¢1] prende il nome diraiettoriain [tq, t1].
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Stati di equilibrio : In un sistema dinamico uno state X e definitodi equilibrio
temporaneo inty, t1| se esiste una funzione di ingresse) €U, tale che sia

x = p(t, to,z,u(-)) Vte [t t1]. (1.14)
Lo statox e definitodi equilibrio seé uno stato di equilibrio temporaneoltq, 1] per ogni

coppiaty, t1 €7, t1 > ty.

Uscite di equilibrio: In un sistema dinamico una uscy& ) e definitadi equilibrio
temporaneo irto, t1] se esiste una funzione di ingressE) € ed uno stata tale che sia
y =7(t to, zo,u(-)) Vi€ to,t1]. (1.15)

L'uscitay e definitadi equilibrio see una uscita di equilibrio temporaneo|ip, t1| per ogni
coppiaty, t1 €7, t1 > 1.
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1.4 Sistemi lineari

Sistemi lineari: Un sistema dinamice definitolinearese gli insiemiA, U, X, ) sono
spazi vettoriali (sullo stesso campo di scalajie le funzioni che compongono il suo
modello sono lineari i, « per tutti iz ammissibil.

| sistemi lineari algebrici sono descritti dal modello

mentre il modello (1.6)-(1.78, per i sistemi dinamici lineari continui, del tipo

#(t) = A(t) z(t) + B(t) u(t) (1.17)
y(t) = C(t) z(t) + D) ult) (1.18)

dove A(t), B(t), C(t) e D(t) indicano trasformazioni lineari dipendenti dal tempo che
diventano costanti per i sistemi stazionari.
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Per i sistemi dinamici lineari discreti le (1.8)-(1.9) dntano

2(k+1) = Ag(k) 2(k) + Ba(k) u(k) , (1.19)
y(k) = Calk) (k) + Da(k) u(k) (1.20)

ove A,(k), Ba(k), Cyq(k), e Dy(k) sono trasformazioni lineari, costanti per i sistemi
stazionari.

Linearita di ¢ e~: Si consideri un sistema dinamico lineare e si indichino @pfi due
elementi del campd, conzxy, xp2 due stati iniziali, € com (-), ua(-) due funzioni di
Ingresso. Le funzionp e~ soddisfano le relazioni:

@ (t,to, amor + B xo2, aui(-)+Puz(-)) = ap(t,to,zor,ui()) + Be(t, to, oz, u2(-)) , (1.21)
v(t, to, azo1+ B xoz, cur(-)+Buz2(-)) = avy(t, to, zor,ui(+)) + By (¢t to, zo2, ua(-)) . (1.22)

Scomposizione del motoNei sistemi lineari il moto corrispondente allo stato iaieix, e
alla funzione d’ingressa(-) si puo esprimere come somma del matan ingresso zero
corrispondente allo stato inizialg e del motocon stato iniziale zeroorrispondente alla
funzione di ingressay(-).
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Scomposizione della rispostalNei sistemi lineari la risposta corrispondente allo stato
Iniziale z( e alla funzione d’ingresso(-) si puo esprimere come somma della risposta
Ingresso zeraorrispondente allo stato inizialg e della rispost@on stato iniziale zero
corrispondente alla funzione di ingressg).

Proprieta — Due stati di un sistema lineare sono indistinguibiljtf t1| se e solo se
corrispondono alla stessa risposta liber&int |.

Proprieta — Un sistema lineare in forma minima se e solo se per ogni istante inizigle
non esistono due diversi stati iniziali corrispondenta@tessa risposta libera.

1.5 Raggiungibilid e controllabili&

Il termine controllo riferito ad un sistema dinamico fa in genere riferimenta all
applicazione di una funzione di ingressp) €U/ in grado di determinare un motg-) od
una rispostay(-) di caratteristiche desiderate. Esempio di contreltpuello che porta da uno
statoxy ad uno stata:; o da un eventdt,, xo) ad un eventdt,, x1): se cD e possibile, si
dice che il sistema controllabiledaxy ax; o0 da(tg, xg) a(t1, x1).

—J>
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In tale situazione si dir anche che “lo state, (o I'evento(ty, x()) € controllabile allo stato
x1 (0 allevento(t1,x1))” e che “lo statar; (0 I'evento(ty, x1)) € raggiungibile dallo stato
xo (0 dall’'evento(ty, z¢))”".

L'analisi della possibilih 0 meno di controllare un sistemafra due stati assegnati o fra due
eventi assegnati si riconduce alla determinazione deiesggsottoinsiemi dello spazio degli
stati X'
R (to,t1,20): iINsieme degli stati raggiungibili all'istantg a partire dall’eventdt,, z¢)
R+(t0,t1, ZC()) = {ZCl t X1 = gO(tl,to, To, ’LL()), U() EUf}

W (to, 1, 20): insieme degli stati raggiungibili in un istante dell'imllo [¢y, t;] a partire
dall'evento(tg, z¢)

W (to, t1, z0) := {331 L = gp(T, to,wo,u(-)), T € [to, 1], u(-)EUf}
R~ (to, t1,x1): insieme degli stati controllabili all’event@,, 1) a partire dall’istante

R_(t()atlaajl) = {CEO s L1 = @(tlat()aw()au(‘))? u()euf}
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W™ (to, t1,x1): insieme degli stati controllabili all'event@,, x,) a partire da un istante
dell'intervallo [tg, t1]

W_(to,tl,ibl) = {iCO o gO(tl,T, ZC(),’LL(')), Te[to,tl], U()EUf}
Risulta inoltre
R*(to,t1,2) CWT(to,t1,2) Vo e X, (1.23)

R_(to,tl,ﬂj) C W_(to,tl,ﬂj) Ve e X. (124)

Gli stati di un sistema’ si diconocompletamente raggiungibitiall’evento(t, x)
nell'intervallo [tg, t1] see W (tg, t1,z) =X, completamente controllabitil'evento(t:, x)
nell'intervallo [ty, t1] see W™ (tg, t1,z) =X In tali casi si dice anche chg e
completamente raggiungibile dall'even®, x) in [tq, t1] € cheX e completamente
controllabile all'eventqty, ) in [tg, t1].

Nel caso dei sistemi stazionari gli insie®it (to, t1, z), W (to,t1,2), R~ (to, t1, ),
W™ (to, t1, ) dipendono d&, e t;, attraverso la differenzg —t,. In tal caso si assume
to=0 e si impiegano i simboli gi sempliciR (z), W;' (z), Ry, (), W, (z).
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InsiemiR* (tg,t1,z) e R~ (to, t1, )

=
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Proprieta — Dati due istantty, t5 cont; <t», valgono le relazioni
Wi (z) CW, (z) VzeX, (1.25)
Wi () CW, (x) Ve X. (1.26)
Insiemi W (xz) e W~ (x) — Gli insiemiW (x), W~ (x) sono definiti dalle relazioni
W)= lim Wi(@), W (x) = lim Wy (2)
cioe come gli insiemi degli stati raggiungibili dao controllabili axz in un tempo comunque
elevato.

Sistemi fortemente connesst Un sistema stazionario si dif@temente connessy piu
semplicemente;onnesspsee possibile ottenere la transizione fra due stati qualunque

Teorema-— In un sistema connesso vale, per agaiX, la relazioneV™ () =W~ (z)=X.
E inoltre sufficiente che la condizione precedente sia Shaktia per un singolo stato;,
perche un sistema sia connesso.
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1.6 Ricostruibiliti e osservabilit

Il termine osservazioneferito ad un sistema dinamico fa in genere riferimenta all
determinazione dello stato inizial€t,) o dello stato finale:(¢; ) conoscendo I'evoluzione
dell’ingresso e dell’'uscita nell'intervallo di tempty, ¢1]. Per la determinazione dello stato
finale il termine corrett@ ricostruzione

L’analisi della possibilih 0 meno di osservare o ricostruire lo stato di un sistemandowasi
riconduce alla determinazione dei seguenti sottoinsiaio d¢pazio degli statk’:

E~ (to,t1,u(-),y(-)): insieme degli stati iniziali compatibili coa(-), y(-) in [to, t1]
E (to,t1,u(-),y(+)) = {wo : y(r) = v(7, o, w0, u(")) , TE[to,t1]}
ET (to, t1,u(-), y(+)): insieme degli stati finali compatibili com(-), y(-) in [to, t1]
E (to,t1,u(-),y()) == {z1 : 1 = p(t1, to, o, u(*)) , 2o €E™ (Lo, t1,ul-), y(+)) }

Ovviamenteu(-) ey(-) in £~ (tg, t1, u(-), y(-)) € ET (to, t1,u(),y(-)) devono essere
congruenti quindy(-) deve appartenere all'insieme
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Vi(to,u(-) == {y() : y(t) = 7(t,to, 0, u()) , t>to, o€ X} .

Definizione— Gli stati di un sistema dinamich' si diconodiagnosticabili in[ty, t1] se esiste
almeno una funzione di ingresso-) €/ tale che l'insieme ~ (¢, t1, u(:), y(-)) contenga
un solo elemento per ogp(-) € V¢ (to, u(-)), si diconoincasellabili in|ty, t1] se esiste
almeno una funzione di ingressg-) €Uy tale che l'insiemeE™ (¢, t1, u(-), y(-)) contenga
un solo elemento per ogpi-) € V¢ (to, u(-)). In tali casi si dice anche che e
diagnosticabile inty, t1] e cheX’ e incasellabile intg, t1].

Definizione— Gli stati di un sistema dinamick' si diconocompletamente osservabili in
to, t1] se per ogni funzione di ingressq-) €U e per ogni funzione di uscita
y(-)eVr(to,u(-)), E~ (to, t1,u(:),y(-)) contiene un solo elemento, si dicono
completamente ricostruibili ifY, t1] se per ogni(-) €Uy e per ogniy(-) € Vs (to, u(-)),
Et(to, t1,u(-),y(-)) contiene un solo elemento. In tali casi si dice ancheXhe
completamente osservabile[tq, t1] e cheX’ € completamente ricostruibile jry, t1].
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Nel caso dei sistemi stazionari gli insie (¢g, t1, u(-), y(+)), ET (to, t1, u(-), y(+))
dipendono d&, et; solo attraverso la differenza—t,. Si assume allorg =0 e si usano |
simboli piu semplici

Er (u(-),y(+)): insieme degli stati iniziali compatibili con le funzion({-), y(-) in [0, ¢1].
E (u(+),y(+)): insieme degli stati finali compatibili con le funzioa{-), y(-) in [0, #].

Principali problemi di controllo e osservazione

1) Controllo fra due stati assegnatDati due statizy e x1 e due istantt, e, determinare
una funzione di ingresse(-) tale che siac; = p(t1, to, xo, u(+));

2) Controllo per ottenere un’uscita assegnataati uno stato iniziale:y, un’uscitay; e due
istantity, 1, determinare una funzione di ingressE) tale che siaj, =~(t1, to, xo, u(+));

3) Controllo per ottenere una funzione di uscita assegnéati uno stato inizialery, una
funzione di uscita ammissibilg-) e due istantt, ¢;, determinare una funzione di ingresso
u(-) tale che siay(t) =~(t, to, xo, u(-)) per ognit € [tg, t1];
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4) Osservazione dello stat@ate le funzioni di ingresso e di uscita corrispondeitti), y(-)
e due istanttg, t1, determinare lo stato iniziale, (o I'insieme degli stati iniziali) con esse
compatibile, ci@ tale che sig(t) =~(t, to, xo, u(-)) per ognit € [tg, t1];

5) Ricostruzione dello statddate le funzioni di ingresso e di uscita corrispondextt), y(-)
e due istantt,, 1, determinare lo stato finale, (o I'insieme degli stati finali) con esse
compatibile, ci@ associabile ad uno stato inizialg tale che siar; = (1, to, xo, u(-)),
y(t) =7(t, o, zo, u(-)) per ognit € [to, t1];

6) Diagnosi: Come 4), salvo che la soluzione comporta anche la scelta fdelkione di
ingresso il adatta;

7) IncasellamentoCome 5), salvo che la soluzione comporta anche la scelta fuselzione
di ingresso pi adatta.
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Interconnessioni del sistemi

Cascata: Due sistemi dinamick’; e X5 si dicono collegati in cascata quando l'ingresso di
25 e in ogni istante funzione unicamente dell'uscita® i E’ necessario che sif =75.
L'insieme degli ingressi del sistema complessiid =14, I'insieme delle uscit@ Y =),
I'insieme degli state X' = X} x As.

R ¥ S— I )32 —

U1 Y1 U2 Y2

Uz — f(tsyl)
Sistemi In cascata

Parallelo: Due sistemi dinamick’; e X5 si dicono collegati in parallelo quando i loro
ingressi sono in ogni istante funzioni unicamente di unaabde v €4, che costituisce
I'ingresso del sistema complessivo, mentre I'usgita) del sistema complessivin ogni
Istante funzione delle due uscije e y5. Anche in questo caso si richiede che &ja="75;
I'insieme degli stati del sistema compless&vd” = X x X5.
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Uy Y1
—l U = fl(t,‘lL) A
u SRESES S Yy
—_— ——— 22 Yy = h(taylsy2)
u2 Y2
Ug = fz(t,U)

Sistemi in parallelo

Retroazione Due sistemi dinamick’; e 5 sono collegati in retroazione mutua quando |
loro ingressiu; € us SONOo in ogni istante funzioni rispettivamente delle usgite v, e di
due variabiliv, € V4, vo € V5. Per il sistema complessialf =V x Vs, V=YV X Vs,

X =X x X5. Anche in questo caso si richiede che&ja="75.
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V1

—— & %
e o Ui Y1

u; = f1(t,v1,92)

- & 22 S Vo
Y2 (1) b

uz = fa(t,v2,¥1)
Sistemi in retroazione mutua

| problemi della Teoria dei Sistemi

| problemi della teoria del sistemi si possono dividere ie dlassi fondamentali: problemi
di analisie disintesj i primi concernenti lo studio delle propratntrinseche dei sistemi, di
solito formulate e affrontate attraverso modelli matematisecondi orientati
all’ottenimento di strumenti matematici o sottosistentiferali, chiamaticontrollori o
regolatori, che realizzino un’adeguata influenza sul comportameritsistema.

, -
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Problemi di analisi

Modellazione: Deduzione di un opportuno modello matematico per un sistema

Analisi del moto e della risposta:Determinazione dell’evoluzione nel tempo dello stato
(moto) e dell'uscita (risposta), dati lo stato iniziale ddazione di ingresso;

Analisi della stabilita: In termini intuitivi, la stabilite la propriea di un sistema di reagire
con variazioni limitate delle traiettorie dello stato eldmscita a variazioni limitate della
funzione di ingresso;

Analisi della controllabilit a: Studio della possibilé di raggiungere un dato stato od una
data uscita o di ottenere particolari tipi di evoluziondalstato o dell’'uscita applicando
opportune funzioni di ingresso ammissibili;

Analisi dell’'osservabilita: Studio della possibilé di determinare lo stato di un sistema note
che siano le funzioni di ingresso e uscita;

Analisi dell'identificabilit a: Studio della possibilé di ricavare un modello ingresso—uscita
oppure alcuni dei suoi parametri dalla conoscenza delldandi ingresso e uscita.

—J>
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Problemi di sintesi

Sintesi dell’ingresso di controllo: Determinazione di una funzione di ingresso che, da uno
stato iniziale, generi un moto od una risposta che realizzato obiettivo di controllo;

Sintesi dell'ingresso di controllo, dello stato e dell'ishnte iniziale: Come al punto 1);
oltre alla funzione di ingresso si deve pateterminare anche lo stato iniziale e, nel caso non
stazionario, I'istante iniziale che consentono di rearezun dato obiettivo di controllo;

Sintesi di un osservatore dello statoDeterminazione di una procedura o di un dispositivo
per dedurre lo stato di un sistema a partire da un segmentioghézza finita delle funzioni
di ingresso e di uscita,

Sintesi di un identificatore: Determinazione di una procedura o di un dispositivo per
ricavare un modello ingresso—uscita o alcuni dei suoi patarm partire da un segmento di
lunghezza finita delle funzioni di ingresso e uscita;

Sintesi di un dispositivo di controllo automatico: Progetto di un elaboratore che regol
automaticamente le variabili manipolabili di un sistemggeito a controllo a partire da
misure di alcune delle variabili di uscita per realizzaredato obiettivo di controllo.
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Controllo in catena aperta
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