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Avvertenza: Vari contenuti di quesstide, che vengono fornite agli allievi solo come traccia delladai svolte,
sono tratti dai seguenti testi ai quali si rimanda per unidaizaone completa della materia:

Giovanni Marro - Teoria dei Sistemi e del Controllo, Zaniih8&ologna.
Indice ed errata corrige: http://sting.deis.unibo.g/€orso/Testi/Testi.htm
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Giovanni Marro - Teoria dei sistemi: Fondamenti, PatronpBoa.

(Il testoe fuori stampa ma disponibile nella biblioteca Dore della Faéotti Ingegneria)
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4.1 Evoluzione dello stato nel sistemi continui

Si consideri Il modello differenziale di un sistema linea&zionario e continuo

t(t) = Ax(t) + Bu(t) (1)
y(t) = Cx(t) + Dult) (2)
ovex € R™",ue RP,y e R1eA, B,C, D sono matrici reali. Si assungesempre, per tali
sistemity, = 0. Facendo inizialmente riferimento alla equazione diffierale
z(t) = Ax(l) (3)
che descrive un sistema libero, si ottiene il moto corrisieone allo stato iniziale, dato da

(t) = ®(t,0) zg (4)

ove la matrice di transizion®(¢, 0) puo essere dedotta dalla successione di Peano—Baker

A?t? At
Oo(t,0) =1, ..., ®,(t,0) =1+ At + 5 +o+— (1=1,2,...). (5)
1.
| ‘r“:n
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In base alla definizione di funzione di matrice segue

®(t,0) = lim ®;(¢,0) = i At et (6)
’ i—oo —~ il '

La matrice di transizione dello stato di un sistema stazioreaquindi 'esponenziale di

matrice Analogamente al caso scalare, 'esponenziale di matrgmuzione dell’equazione

differenziale matriciale omogenea

X(t) = AX(t) (7)
con la condizione inizial& (0) = I e soddisfa la condizione
: (8)
chee conseguenza immediata della progriét composizione della matrice di transizione.

In base a quanto gidimostrato per i sistemi lineari non stazionari, I'espr@se del moto
del sistema (1-2¢ data da

t
r(t) = ey —I—/ AT Bu(r)dr (9)
0

6A(t—I—T) _ eAt eA’T
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mentre la risposte
t
y(t) = Cetlay + / C et =" Bu(r)dr + Du(t) . (10)
0

Per i sistemi puramente dinamidD = 0) la risposta impulsiva (per un impulso applicato in
to =0)e

W(t)=Ce B (11)
si osservi come la—esima colonna delld@ (¢) non sia altro che la risposta libera del sistema
a partire da uno stato inizialg, coincidente con la—esima colonna della matrice di
distribuzione degli ingressb.

Calcolo dell’esponenziale di matrice

Quanto esposto evidenzia come il calcolo del moto o delpska di un sistema lineare
stazionario richieda il calcolo dell’esponenziale dellatnte dinamica del sistema. Tale
calcolo pw venire effettuato utilizzando i metodi che seguono.
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1) Sviluppo in serie di potenze Hmodo piu semplice per calcolare I'esponenziale di
matricee di usare I'espressione che ne definisce lo sviluppo in serie

o L
At
1=0
Si dimostra come la serie a secondo membro della (12) coayengognt finito ad una
matrice di norma finita. Sia infattih = ’ ’ i7 intero, segue

\Alllt\ m't
> o] = i ey e,

1=0 1=0
Quindi la (12) pw essere impiegata a SCOpo computazionale; tuttavia esgaocta un
errore di troncamento che risulta fortemente legato atppetr della matriceA.

2) Impiego della forma di Jordan -Si indichi conJ la forma di Jordan dA; dalla

J=T71AT,
segue
. J'=T1AT VieZ, i>0,
| o |
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qguindi
et =T 1eMT o eAt=TeltT 1. (13)

La struttura dell’esponenziale della forma di Jordan di onadricee, d’altronde, nota

risultando

et 0, . 0,
Jt
e — O “ e 6J1’k1t “e 0 )
o ... O c..oedrknt
ove I'esponenziale di un singolo blocco di Jordayv e dato da
[ it Ait t = Nt
(& te “ e m@
it t=2 N\t
it _ 0 e R (ks
’\\*} B O O e>\2t |
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3) Metodo del polinomio interpolante Usando il metodo del polinomio interpolante,
I'’elemento generico dell’esponenziale di matrice sb @gprimere nella forma

(e2),; = (kij(A),v) (14)
dove siak;;(A) siav appartengono &™ essendon il grado del polinomio minimo d#. ||
vettorev e del tipo

v = <e>‘1t, teMt .. gl Mt

et pernt o gmaTl 6)\”) : (15)

9 o 0 0y

| procedimenti esaminati pongono in evidenza un’impodaopried: tutti gli elementi
dell’esponenziale di matrice’’ sono combinazioni lineari con coefficienti complessi
costanti delle funzioni del tempo che appaiono come compuodel vettorev nella (15).
Queste funzioni sono dettaodidel sistema (1-2).

’andamento nel tempo dei modi del tipd? con )\ reale positivo, negativo e nullo pone in
evidenza andamenti crescenti, decrescenti e costantipeso; i modi espressi d& e?,
con \ reale positivo, negativo e nullo, mostrano andamenti ergse decrescenti per

t — o0.

—J>
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Se A e realee conveniente sommare i modi corrispondenti a coppie dvaldo complessi
coniugati che sono combinati linearmente con coefficiamglessi coniugati in ogni
elemento dell’esponenziale di matrice che risulta peotagdle. | modi possono essere
classificati, pet — oo, come segue:

1) tendono a zero pértendente all’infinito se la parte reale del corrispondentealoree
negativa,

2) restano limitati per tendente all’infinito se i corrispondenti autovalori harpaote reale
nulla e sono zeri semplici del polinomio minimo;

3) divergono pet tendente all’infinito se la parte reale del corrispondente\aloree
positiva o, nel caso 'autovalore sia zero multiplo del poio minimo, nulla.

| modi corrispondenti ai tre comportamenti elencati si deoispettivamente
asintoticamente stabjl(semplicemente) stab#dinstabili.
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L Ke o A>0

)
)

Ke*, \A<0

T
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} KeM, X = b Kt2er XA >0
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b Kt2er X <0
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} Ker+ K*e*t 0>0

b KeM 4+ K*eXt 0 <0
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\ KeM 4+ K*e*'t o
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4.1 Evoluzione dello stato nei sistemi discreti
| modelli alle differenze di tali sistemi sono del tipo
r(k+1) =Agx(k) + Bgu(k)

y(k) = Cax(k) 4+ Bgu(k) .

Il sistema libero
r(k+1)=Azxz(k),

ha la matrice di transizione dello stato

(I)(i7 O) — zi 3
che si riduce cie allapotenza di matricel moto del sistema (16—18 dato da
r(k) = A%z + kz_:l A5 Bau(i)
mentre la funzione di risposta -
k—1
: y(k) = CqAfjzo+ Y Cq A" Byu(i) + Dyu(k)
—Y i=0

(16)
(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

7 |
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La matrice di risposta impulsiva per i sistemi puramenteutiti (D; = 0) e data da
W(k)=CqAE1 By. (22)

| procedimenti per il calcolo della matrice di transiziorregedentemente esposti per |
sistemi continui possono essere impiegati anche per nsishscreti.

1) Metodo diretto —Ripetere molte volte la moltiplicazione di matricigpgomportare errori
significativi dovuti al troncamento e un alto tempo di catggler cui il metodo diretto pu
risultare meno conveniente degli altri. d?@ssere tuttavia utiimente impiegato il metodo
detto delle potenze binarie che consiste nello scompaspdnente cui occorre elevatdg

In potenze di 2 e nel moltiplicare tra loro tali potenze chegumo essere facilmente ottenute
attraverso un numero limitato di operazioni. G@al esempioA2°3” pud essere ottenuta
attraverso I'espressiong,; - A% - A6 . A32. A0%. A128. A256 . 512 A1024 cherichiede, 18
moltiplicazioni tra matrici anzich le 2036 del metodo diretto.

2) Impiego della forma di Jordan -Balla

J=T"14,T,
segue
— JF=T7YAPT quindi A¥=TJ°T7!.
| o |

=
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Segue che _ _

JF O O
k _ k
J - O o o e Jl,kil o« o e O 9
k
_ O e o o O ¢ o o Jh,kh_
mentre lak—esima potenza di un singolo blocco di Jordat¥ ha una struttura data da
[\ k k1 k o\ yk—C+1 |
AY kA (6_1) A;
k k o\ k42
PR L R P B
i : : _ : ’
0 0o ... Ak
ove i i
(Z) k(k—1). 'h'fk_h“) perk > h, 1perk=h,1perh =0, 0perk < h.
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3) Metodo del polinomio interpolante €on il metodo del polinomio interpolante si ottiene
I'elemento generico della—esima potenza della matrigk; nella forma

(Ag)zj — <k’63 (Ad)7v> ) (23)

dove siak;;(A,) siav appartengono & essendon il grado del polinomio minimo di, .
Il vettorev e dato da

v = (A’f, BN N AR k(1) . (k—ma+2) A’fj’”h“) .
E necessario considerake> m percle I'espressione precedente abbia significato.

Il modo generico ha uno dei seguenti comportamenti:

1) tende a zero pér tendente all'infinito se il modulo del corrispondente aalovee
minore di uno;

2) resta limitato pek tendente all’infinito se il corrispondente autovalore hadoio uguale
ad uno eck uno zero semplice del polinomio minimo;

7 |
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3) diverge perk tendente all’infinito se il modulo del corrispondente aalovee maggiore
di uno o se tale autovalore ha modulo uguale ad un® sefo multiplo del polinomio
minimo.

| modi corrispondenti ai comportamenti sopra specificatiosgetti rispettivamente
asintoticamente stabjl(semplicemente) stab#iinstabili.

4.3 Passaggio da modelli continui a modelli discreti

Quando il modello a tempo discreto (16—17) descrive il corgmento di un sistema a
tempo continuo del tipo (1-2) con una funzione di ingresgmetia a variazioni solamente
negli istanti di tempd, + k7T (k = 0,1, ...) nei quali viene campionato anche il valore
dello stato e dell’'uscita le matridl;, B;, C; e D4 sono legate alle matricd, B, C e D

dalle relazioni

Ay =T (24)
T T
By :/ e =7 Bdr = (/ eATdT>BA1(Ad—I)B (25)
0 0
Cy =C (26)
—y Dy =D. (27)
o ey
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La matrice dinamical, €, in tale caso, sempre non singolare coincidendo con lacear
transizione del sistema continuo sull’intervallo di caoiamento; la stessa propaetale
quindi anche per la matrice di transiziofék, 0) = A~.

4.4 Raggiungibilid e controllabilia
Teorema — Per i sistemi lineari stazionari (1) valgono le relazioni
Wi (0) = R (0) (28)
Wt_l(o) =Ry, (0) - (29)
Dimostrazione: Siaz; € R;.(0); esiste quindi un ingresan (-) che controlla lo stato 0 a
x; al tempot;. Set, > ¢t la funzione di ingressa,(-) identicamente nulla ifD, to — ¢1] e
coincidente com (-) pert > to — t; controlla lo stato iniziale O allo stato finate al tempo

to essendo lo stato zero di equilibrio con ingresso nullo. NeseheR; (0) C R/ (0), e
guesto dimostra la (28). La (29) si dimostra in maniera agalo
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Teorema — Per | sistemi lineari stazionari continui | sottospazi taastici relativi alla
raggiungibilita ed alla controllabila sono, per ogni; finito,

R{(0) =R*(0) =im P (30)

R;(0) =R (0) =im P (31)
ove P e la matrice

P=[BAB... A" 'B]. (32)

Dimostrazione: Si consideri I'espressione del sottospa@i§51 (0) vista per i sistemi non
stazionari ed il Lemma che fornisce la condizione necessesufficiente per@hil prodotto
F1(t)z sia identicamente nullo in un intervallo; ogni statoche soddisfa la relazione

T € R; (O)J'
soddisfa pure la relazione

BYe(t;,7)x1 =0, Vr1el0,t] (33)

e viceversa. La relazione (33) @anche essere scritta, ponertde ¢; — 7, nella forma

—F BT eATtxl =0, Vtel0,t]. (34)

7 |
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Si osservi ora come la funzione analitica a primo membrad@8H) si annulli identicamente

in [0, ¢1]; dovra quindi annullarsi insieme alle sue derivate in ogni purgidtervallo. Se

si considera, in particolare, il punto= 0, tale condizione ptiessere espressa nella forma
BT(AT)'zy =0 (i=0,1,...,n—1) (35)

ove si sono considerate esplicitamente solo le potenzeupmrisri adn — 1 poiche le (35)

assicurano, in base al Teorema di Cayley—Hamilton, la aldi tali condizioni anche per
1 > n. Le condizioni (35), d’altronde, possono anche esserdesoella forma

z1 € ker PT (36)

essendaP la matrice (32). Essendo poi P = (ker PT)+ e non comparendo il tempg
nell’espressione trovata, si ottiene la (30). Per dimostia(31) si osservi innanzitutto che
un sottospazio invariante rispetto dce invariante anche rispetto alle funzioniAlj inoltre

R (0) = e "R (0) (37)

ove il sottospazi®R;" (0) = im [B AB ... A"~ 'B] &, come conseguenza del Teorema di
Cayley—Hamilton, invariante rispetto at

—J>
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Ne segue che

R, (0) € R;(0) ; (38)
la non singolari dell’esponenziale di matrice assicura tuttavia la caod&
Ry, (0) =R/ (0) (39)

che dimostra la (31).

Proprieta — Il sottospazioR*(0) = R~ (0) del sistema (1% il piu piccolo invariante
rispetto adA contenentém B.

Dimostrazione: Si & gia osservato come il sottospazior (0) = R~ (0) sia invariante
rispetto adA e tale sottospazio contiefwd B. Si 0sservi poi come ogni altro invariante
rispetto adA contenentém B contenga necessariamente tutte le colonne della mdtrice
(32) quindi il sottospazi® ™ (0) = R~ (0), essendo contenuto in ogni altro invariante
rispetto adA contenentem B, e il piu piccolo sottospazio che goda di tale propriet

Lemma — SiaX’; un sottospazio invariante rispetto dd» x n); valgono le relazioni
X; D AX; D A%X, D ... (40)
—F= Xy CA Y, C A% C ... (41)

7 |
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ove la notazioned 1 X; indica 'immagine inversa, nella trasformazione lineagsatitta da
A, di X;. Il limite della successione (4@ A™ X, quello della (41 A~ A;.

Per i sistemi lineari stazionari a tempo discreto vale iusgje teorema.

Teorema — Per | sistemi lineari stazionari discreti i sottospazi tarastici relativi alla
raggiungibilita ed alla controllabila sono

R (0) =im P; (42)
R; (0) =im A ' P (43)

ove P; e la matrice .
P; = [Bd AyBg ... AZl_le] : (44)
ot R*(0) = R} (0) (45)
R™(0) =R, (0). (46)
Dimostrazione: In base alle proprietviste per i sistemi lineari discreti non stazionari se
z1 € RS (0)* (47)

risulta
—F BT (ADY'zy =0 (k=0,1,...,i—1) (48)
| S |

=
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cioe -
r, € ker P, (49)

dalla quale segue immediatamente la (42). La (45) seguegtlaiidvarianza rispetto ad,
di R (0). La (43) segue dalla relazione vista per i sistemi non stezie dalla (42); la (46)
segue infine dalla (43) e dal Lemma visto in precedenza.

Proprieta — |l sottospazio di raggiungibilét dei sistemi discretiR ™ (0), €, come nei sistemi
continui, il piu piccolo invariante rispetto ad,; contenentem By; il sottospazio di
controllabilia R~ (0) soddisfa la condizion® —(0) 2 R1(0).

Dimostrazione: La proprieh diR*(0) € gia stata dimostrata per i sistemi continui; quella
di R~ (0) deriva dalle (43) e (46) per il Lemma visto e l'invarianzgpeto adA,; di R*(0).
4.5 Osservabild e ricostruibilif

Teorema — | sottospazi caratteristici relativi alla osservabiléd alla ricostruibila dei
sistemi stazionari continui soddisfano le relazioni

5;1 (O, O) ) gt; (O, 0) set] < 1o (50)
—F= £5(0,0) D EF(0,0) sety <to. (51)
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Dimostrazione: Gli stati appartenenti &;_ (0, 0) generano una risposta libera nulla@z¢.]
che contieng0, t;]; appartengono quindi anchefg (0, 0). Considerazioni analoghe
valgono per la (51).

Si indicheranno nel seguito cait (0,0) edE7(0, 0) | sottospazi
£7(0,0) = limy_,00 & (0,0) (52)
£1(0,0) = limy_. &7(0,0) . (53)

Teorema —I| sottospazi di non osservabdi€ — (0, 0) e di non ricostruibili&a £ (0, 0) dei
sistemi stazionari continui sono, per ognfinito,

£ (0,0) =£7(0,0) = ker Q (54)
£(0,0) = £7(0,0) =ker Q (55)
ove la matrice)”’ e data da
QT = [CT ATCT .. AT" VT (56)
—— |
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Dimostrazione: Utilizzando i risultati visti per i sistemi non stazionarigio osservare
come qualunque stato inizialg che soddisfi la condizione

o € &;(0,0) (57)
soddisfi pure la condizione
C(I)(T, O) xo=0 V7€ [O,tl] (58)

e viceversa. Con le stesse considerazioni utilizzate detlastrazione del Teorema
precedent@& agevole verificare come la condizione (58) equivalga alla

xo € ker () (59)
che dimostra la (54). La (55) si ottiene osservando chetaisul
£(0,0) = e &,(0,0) (60)

e che il sottospazion Q' & invariante rispetto ad”; £, (0,0) & quindi invariante rispetto
ad A e rispetto ad“! e vale la condizione
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La non singolar@ die“? assicura infine la condizione
£5(0,0) = £ (0,0) (62)
che dimostra la (55).

Corollario — Un sistema lineare stazionario e contirmim forma minima se e solo se la
matriceQ! (56) e di rango massimazj.

Proprieta —1 sottospazi di non osservabdi£ — (0, 0) e di non ricostruibili& £ (0, 0) dei
sistemi stazionari continui coincidono con il massimo@sjazio invariante rispetto atl
contenuto irker C'.

Dimostrazione: Si osservi comém Q7' sia il pili piccolo invariante rispetto ad”
contenentém C?'. Ne segue I'invarianza rispetto atldi ker () che risulta inoltre contenuto
in ker C'; essendo pdter () il complemento ortogonale delgppiccolo invariante rispetto ad
A' contenentém C'!' & il pil grande sottospazio invariante rispettaadontenuto in

ker C.

Per i sistemi lineari stazionari a tempo discreto vale iusgje teorema.

—J>
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Teorema — Per | sistemi lineari stazionari discreti | sottospazi tarsstici relativi alla
osservabilid ed alla ricostruibili sono

£7(0,0) = ker Q; (63)
£:1(0,0) = AY ker Q; (64)
ove Q! & la matrice
Qi =[Cq AiCq ... (A3)'Cq ] (65)
Inoltre
£7(0,0) = &,_,(0,0) (66)
£1(0,0) =& ,(0,0). (67)

Dimostrazione: Facendo riferimento alle relazioni viste per I sistemi ntaz®nari, se uno
stato inizialery soddisfa la condizione

To € (C/‘Z-_ (0, O) (68)

soddisfa anche le condizioni
P CyiA¥zo=0 (k=0,1,...,1)

. ey
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e viceversa. Tali condizioni equivalgono alla
xo € ker ();

dalla quale segue la (63) e, come conseguenza del TeorenagléycSHamilton, la (66). La
(64) segue poi dalla (63) mentre la (67fonseguenza della (64) e del Lemma visto in
precedenza.

Proprieta — Il sottospazio di non osservabdidei sistemi discrett ~(0,0), €, come nei
sistemi continui, il massimo invariante rispetto.dg contenuto irker C'y; il sottospazio di
non ricostruibili €7 (0, 0) soddisfa la condizion&* (0,0) C £-(0,0).

Dimostrazione: La propriet relativa ad€— (0, 0) e gia stata dimostrata per i sistemi
continui; quella relativa ad (0, 0) € conseguenza della relazione (64) e del Lemma visto
In precedenza.
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4.6 Cambiamenti di base nello spazio degli stati

Si consideri il sistema (1-2); passando alla base dellasplapli stati costituita dalle
colonne della matric&' ed indicando comr lo stato del sistema rispetto a tale base risulta

x=Tz. (69)

Sostituendo ad nelle (1) e (2) 'espressione (69) si ottiene, dopo ovvi pggs il modello

z(t) = A" 2(t) + B u(t) (70)
y(t) = C" 2(t) + D" u(t) (71)
ove
A=T1'AT, B =T7'B (72)
C'=CT, D' =D (73)

| modelli (1-2) e (70—71) sono equivalenti in quanto per agjato inizialer, del primo
esiste uno stato iniziale, = T~ 'z, del secondo tale che le risposgte) da tali stati siano
coincidenti per ogni funzione di ingressg-).

—
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4.7 La scomposizione canonica di Kalman

La scomposizione canonica di Kalmanottiene rappresentando un modello nello spazio
degli stati rispetto ad una base dello spazio degli statizianata in base alle caratteristiche
di raggiungibilit ed osservabikit del sistema considerato.

Teorema — Il sistema lineare stazionario (1-@)equivalente al sistema
z(t) = A" z(t) + B" u(t) (74)
y(t) = C" z(t) + Du(t) , (75)

incui z€ R"™ e le matriciA’, B’, C' presentano le strutture

Ay Al Al Al B
p_ |0 A 0 M| LBy 76)
O O A, A, O
_O O O 214_ _0_
— ¥ C' = :0 c, O C, . (77)
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Dimostrazione: Si opera la trasformazione di coordinate-7 z, z=T7"! z, in cui &

T =[T, T> T5 T4] nonsingolare, comT; =R (0) N E~(0,0), im[T} T]=R"(0),

im|[T; T3]=£(0,0). La struttura did’ & conseguenza del fatto ciRe™(0) ed£ (0, 0)
sono invarianti in4, quella diB’ del fatto cheeimB CR*(0) e quella diC’ del fatto ches
£7(0,0) CkerC.

La particolare struttura delle matrid’, B’, C’ consente di scomporre il sistema dato
(ridefinendone |o stato) in quattro sottosistemi dinammaeiconnessi come in figura.

Gli stati dei sottosistemi 1 e 2 sono raggiungibili, mentifesgati dei sottosistemi 1 e 3 sono
Inosservabili dall’'uscitg. | sottosistemi 2 e 4 (oltre al legame algebrio) costituiscono
nel loro complesso una forma minima del sistema dato.

Il solo sistema 2 completamente raggiungibile ed osservabile d&olo che, assieme al
legame algebricd), determina il legame ingresso—uscita,ecla risposta del sistema
complessivo con stato iniziale zero. La risposta impulsiuafatti data da

Wt)=CeB=Cer"B =Cye?> B, . (78)
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Scomposizione canonica di Kalman di un sistema dinamico
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4.8 Valutazione delle propriatdi raggiungibilib ed osservabibt mediante
'uso della forma di Jordan

Teorema — Il sistema
z(t) = Jz(t) + B ul(t) (79)

y(t) = C" 2(t) + D" u(t) (80)
in cui J e in forma di Jorda® completamente raggiungibile se e solo se
1) le righe diB’ corrispondenti alle righe di che presentano un solo elemento diverso da zero sono
non nulle;
2) le righe diB’ di cui al punto precedente e corrispondenti a blocchi didomelativi allo stesso
autovalore sono linearmente indipendenti.

Il sistemae completamente osservabile se e solo se

1) le colonne diC’ corrispondenti alle colonne di che presentano un solo elemento diverso da zero
sono non nulle;
2) le colonne diC’ di cui al punto precedente e corrispondenti a blocchi didorelativi allo stesso

autovalore sono linearmente indipendenti.

™ 7 |
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Il Teorema precedente consente di determinare il minimoanardi ingressi e di uscite
compatibili, in un sistema, con la completa raggiungi@iéd osservabibt

Corollario — 1l numero minimo di ingressi compatibile con la completagiaggibilita di
un sistema dinamice pari al massimo numero di blocchi di Jordan associati adngo®
autovalore della sua matrice dinamica che coincide purengamo numero di uscite
compatibile con la completa osservalaildel sistema.

4.9 Stabilia dei sistemi lineari stazionari

| risultati ottenuti nello studio della stab#gitdei sistemi dinamici lineari non stazionari
portano, per i sistemi stazionari, a condizioni pigevoli dal punto di vista computazionale.
In relazione alla stabilit dell’equilibrio nello stato zero del sistema (1-2) e qualth
stabilita di tale sistema vale il seguente teorema.

Teorema-— Il sistema (1-2§ stabile se e solo se:
1) nessun autovalore di presenta parte reale positiva,;

2) gli autovalori diA con parte reale nulla sono zeri semplici del polinomio mmim

—J>
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Dimostrazione: Sufficienza: ogni elemento dell’esponenziale di mataeaa
combinazione lineare dei modi

e)‘lt, te>‘1t, e tml_le’\lt, e ekht, te’\ht, e $mn—1oAnt (81)

incui \;, m; (i=1,...,h) sono gli autovalori distinti della matricé ed i relativi ordini di
molteplicita come zeri del polinomio minimo. Se valgono le condizioniZltatti i modi

sono stabili e risulta
e | <M <oo Vt>0; (82)

tale relazione consente di affermare la stadiiel sistema.

Necessi: si provea che nessun modoescluso da tutti gli elementi dell’esponenziale di
matrice e, conseguentemente, che la (82) nangssere soddisfatta se non valgono le
condizioni 1 e 2. Facendo riferimento al metodo del polimbmterpolante si osservi che

risulta At 1
e =agl +o01A+ -+ a1 AT (83)

ove tutte le potenzd®, (i = 0,1,...,m — 1) sono non nulle poidh, diversamente, il grado
del polinomio minimo sarebbe minore .
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| coefficientia; sono poi legati ai modi da una relazione del tipo

_ - _ - —1 -~ -

Qo 1 X\ )\% - et

Q 1 A\ A2 L. erat
S . e (84)

Ol —1 1 )\m )‘7271 co €>\mt

La non singolaré della matrice a secondo membro assicura la presenza deimabeheno
uno dei coefficientt; e quindi in almeno uno degli elementi dell’esponenziale dimoe.
Ricordando che la moltepli@tdi un autovalore come zero del polinomio minimo coincide
con la dimensione massima dei blocchi di Jordan associakeatitovalore e che gl
autovalori a parte reale nulla sono associati a modi chamedimitati pert — oo solo se
zeri semplici del polinomio minimag possibile formulare il seguente corollario.

Corollario — |l sistema (1-2k stabile se e solo se
1) nessun autovalore di presenta parte reale positiva,;
2) 1 blocchi di Jordan relativi ad autovalori con parte realéanbanno dimensione unitaria.
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Teorema — Il sistema (1-2k asintoticamente stabile se e solo se tutti gli autovalas d
hanno parte reale negativa.

Dimostrazione: Sufficienza: Ricordando che la norma di qualunque magiceggiorata
dalla somma dei valori assoluti dei suoi elementi e le pe#wiste in precedenza,
Immediato verificare la sufficienza della condizione.

Necess#: poicle sie dimostrato che ogni modopresente in almeno un elemento della
matrice di transizione la presenza di modi non asintoticamstabili determina elementi

della matrice di transizione che non tendono a Otper oo; indicando conp;; uno di tali
elementi uno stato iniziale con jaesima componente diversa da zero darebbe luogo ad un
moto libero la cui—esima componente non tende a Opef oco.

Le condizioni per la stabilit i.l.s.l. ed i.l.u.l. del sistema (1-2) sono stabilite dajsents
teoremi.

Teorema — |l sistema (1-2k stabile i.l.s.l. se e solo se tutti gli autovalori della page
raggiungibile hanno parte reale negativa.

- by
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Dimostrazione: Si consideri la condizione vista per i sistemi lineari naazginari che, per
| sistemi stazionari, diventa

t t
/ 1A= B ||dr = / |eATBlldr < M <oo Yt>0 (85)
0 0

e si osservi, con riferimento alla scomposizione canoni¢&tman, come risulti, per un
opportuno insieme di coefficient;,

¢
[eATB | =1le "B <> | Biui(7)] (86)
1=1
ove ] _ L
/ / /
s 11 12 | B _ B (87)
O Al B
ep(r), (r=1,...,¢) sono i modi associati ad” cioé adA’; ed A5,. Con considerazioni

analoghe a quelle utilizzate nel caso dei sistemi non gtamie ora possibile associare la
condizione (86) alla stabiftasintotica dei modi dii’”’ chee verificata se e solo se gli
autovalori diA}, e di A5, sono a parte reale negativa.
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Facendo sempre riferimento alla scomposizione canonikaldiane possibile dimostrare
il seguente teorema relativo alla stakilitl.u.l.

Teorema — |l sistema (1-2p stabile i.l.u.l. se e solo se tutti gli autovalori della paate
raggiungibile ed osservabile hanno parte reale negativa.

| risultati precedenti si estendono facilmente ai sistenadri stazionari a tempo discreto per
| quali i modi sono funzioni del tipo

A RN k(e — 1) N2

AR k(B —1) N2 (88)

Le condizioni di stabili& del sistema (16—17) sono descritte dai seguenti teoretni la
dimostrazione poi seguire la falsariga di quelleagviste per i sistemi continui.

A.A. 2010/11-p. 42/43



Teorema — Il sistema (16—-17& stabile se e solo se
1) nessun autovalore di; presenta modulo maggiore di uno;

2) gli autovalori diA,; con modulo unitario sono zeri semplici del polinomio minimo

Teorema — Il sistema (16—17& asintoticamente stabile se e solo se tutti gli autovala#di d
hanno modulo minore di uno.

Teorema — |l sistema (16—17% stabile i.l.s.l. se e solo se tutti gli autovalori della paste
raggiungibile hanno modulo minore di uno.

Teorema — Il sistema (16—-17& stabile i.l.u.l. se e solo se tutti gli autovalori della paate
raggiungibile ed osservabile hanno modulo minore di uno.
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