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Avvertenza: Vari contenuti di quesstide, che vengono fornite agli allievi solo come traccia delladai svolte,
sono tratti dai seguenti testi ai quali si rimanda per unidaizaone completa della materia:

Giovanni Marro - Teoria dei Sistemi e del Controllo, Zaniih8&ologna.
Indice ed errata corrige: http://sting.deis.unibo.g/€orso/Testi/Testi.htm
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Giovanni Marro - Teoria dei sistemi: Fondamenti, PatronpBoa.

(Il testoe fuori stampa ma disponibile nella biblioteca Dore della Faéotti Ingegneria)
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5.1 Retroazione e assegnalildegli autovalori

Con il termineretroazionesi intende un collegamento tra I'uscita e I'ingresso opyirado
stato (se accessibile) o lo stato stimato tramite ossae/atbingresso in un sistema
dinamico. Un collegamento di questo tipo influisce in mod@darinante sulla stabibte
sulla prontezza di risposta del sistema sul quale vien& .
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Retroazione stato—ingresso

Si consideri la retroazione stato—ingresso; il sistent@agtonato presenta un nuovo
ingressow € RP ede descritto dalle equazioni

#(t) = (A + B F)z(t) + Bo(t) (1)
—JF y(t) = C (i) (2)
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da cui risulta che la matrice dinamica del sistema retromtae A+ BF'. Scegliendo
opportunamente la matride si puw fare in modo che il nuovo sistema (1-2) presenti
caratteristiche diverse da quelle del sistema originario.

Teorema (assegnabilé degli autovalori): Sial={\, ..., A\, } uninsieme arbitrario di
numeri complessi con la propraethep € A implichi p* € A. Esiste almeno una matrice
realeF’ tale che gli autovalori dA+ B F' coincidano con gli elementi d\ se e solo se
(A, B) e raggiungibile.

La retroazione stato—ingresso consente quindi, attravanmmodifica degli autovalori, di
influire sulla stabili. Valgono inoltre le seguenti propréet

Proprieta — La retroazione stato—ingresso in un sistema dinamico:
1) non influisce sulla raggiungibift;
2) puo influire sull’osservabili;

3) puo modificare la struttura della matrice+ B F' rispetto a quella dd, variando |l
numero e le dimensioni dei blocchi di Jordan.
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5.2 Osservatori asintotici dello stato e propaidi separazione

| cosiddettiosservatori asintoticdei sistemi dinamici lineari e stazionari sono sistemi
dinamici dello stesso tipo che, collegati all'ingresso Bdscita del sistema da osservare,
forniscono una stima asintotica dello stato,ecpyesentano un’uscita che tende
asintoticamente allo stato del sistema osservato; tresaeor certo tempo di assestamento, sSi
dispor@a di un segnale(t) riproducente 'andamento dello stat¢t) del sistema osservato.

Si consideri un sistema lineare puramente dinamico. Seeeasimtoticamente stabile, €o
se gli autovalori diA sono tutti a parte reale negativa, una stima asintotica d&ltoz
(ricostruzione dello stato) si pottenere inviando l'ingresso ad umodellodel sistema,
retto dalla medesima equazione differenzialegcio

2(t) = Az(t) + Bu(t) . (3)
Un osservatore di tale tipo presenta due inconvenienti:
1) non si pw applicare se il sistemmainstabile;

2) non consente di influire sulla prontezza della stimag olla velocid con cui la stima
dello stato tende ad eguagliare lo stato effettivo.
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U T=Az+ Buy Yy
y=Cz "
. &
Z:Az—|—Bu —

Stima dello stato ottenuta con un modello

Indicando core I errore di stima definito da

e(t) = z(t) — x(t) (4)
e sottraendo I'equazione di stato dalla (3) si ottiene
e(t) = Ae(t) , (5)

equazione che mostra come l'errore si evolva nel tempo cdaraanto dipendente dagli
autovalori diA e tenda a zero, qualungue sia il suo valore iniziale, se essdiali autovalori

hanno parte reale negativa.
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Un osservatore asintotico privo degli inconvenienti poecdi pwo essere ottenuto ricavando
iInformazione anche dall’'uscita del sistema.

u z=Az+ Bu Y
y=0%x
| 2=(A+GQC)z z
i + Bu—-Gy

Stima dello stato con osservatore asintotico

Un tale osservatore viene chiamasservatore identitpercte il suo stato tende ad essere
identico a quello del sistema osservato. L'equazione m@iffeiale che ne descrive |l

comportamente .
2t)=(A+GC)z(t)+ Bu(t) — Gy(t) . (6)

La matriceGG che appare nella precedente equaz®aebitraria: I'osservatore precedente
(costituito da un modello del sistema) si ricava come casticpdare ponendd- = O.

™ 7 |

> —

A.A. 2010/11-p. 7/22



Sottraendo I'equazione di stato dalla (6) si ottiene perdamento dell’'errore di stima
'equazione differenziale

é(t) = (A+GCO)e(t) (7)
e, nell'ipotesi di completa osservabidlitiel sistema, la stima plessere resa arbitrariamente
pronta operando una scelta opportuna della maricka scelta diG consente infatti, in tale
caso, di assegnare ad arbitrio gli autovalor{di+ G C') come enunciato dal seguente
teorema.

Teorema— Ad ogni sistema lineare stazionario continuo completdenesservabile si pu
associare un osservatore dello stato il cui errore di stirmaadve nel tempo come lo stato di
un sistema dinamico libero di ordimecon matrice dinamica assegnabile ad arbitrio.

Qualora il sistema non sia completamente osservabilelisadg opportunamenté@’ si
possono modificare solo gli autovaloridiche non siano interni al sottospazio di
iInosservabild £~ (0,0).

A.A. 2010/11-p.8/22



v +® u z=Az+ Bu y
Py y=Cz
:z=(A+GC)z z
+ Bu—-Gy ]
F =

Impiego di un osservatore asintotico per realizzare l@agipne stato—ingresso

Utilizzando la stima dello stato fornita da un osservatdemtita in luogo dello stato vero
per eseguire un collegamento di retroazione si ottienestaraa dinamico di ordingn retto
dalle equazioni
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t(t) = Ax(t)+ BF 2(t) + Bo(t) (8)

2t)=(A+BF+GO)z2(t) —GCx(t)+ Bo(t) 9)

y(t) = Cua(t) . (10)
Vale il seguente risultato detfoprieta di separazione

Teorema (propriet di separazione dell’'assegnakildegli autovalori) — Gli autovalori del
sistema che si ottiene utilizzando la stima dello statoifama un osservatore iderdiper
realizzare una retroazione stato—ingresso sono 'uniom ripetizione) di quelli che si
avrebbero eseguendo direttamente la retroazione stgtesso e di quelli dell’'osservatore.

Dimostrazione: Postoe(t) = z(t) —x(t), applicando la trasformazione

x T I, O

=T con T = (11)
e 2z _In In
Sl ottiene - - - ;
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it |a+BF
é(t) 0

B F

A+GC

_|_

B
0,

v(t) . (12)

Lo spettro della matrice del sistema (E¢gvidentemente(A+BF) W o(A+GC) edé
identico a quello del sistema originario, per la nota pretprdelle trasformazioni di

similitudine.

Nel caso di completa raggiungibaiie completa osservabditli un sistema dinamico tutti gli
autovalori del sistema complessivo sono assegnabili attiarbn particolare si po
affermare che qualunque sistema lineare stazionario th@rdcompletamente
raggiungibile ed osservabiesempre stabilizzabile con un collegamento di retroazione
uscita—ingresso attraverso un opportuno sistema dinaipice di ordinen.
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5.3 Rappresentazioni ingresso—uscita

Si consideri un sistems lineare stazionario continuo con ingress@R? e uscitay € R1.
Una tipicarappresentazione ingresso—uscxiﬁaz e un’equazione differenziale del tipo

Z Qz dtz Z Py~ dtz (13)

1=0
incui P;e@; (i=1,...,u) indicano matrici reali di dimensiomix p e g x g rispettivamente;
in particolare(,, € assunta nonsingolare. Lintepce dettoordinedella rappresentazione.

L’equazione differenziale (13) ha un significato solo seaulezioni di ingresso e uscita sono
derivabili almenaqu volte. Per una notazionetpsemplice si introduce 'operatore
differenziales definito da

sx(t) = d x(t) s?x(t) = d—2 x(t) : (14)
dt ’ ~de2 T
usando tale operatore la (13)@assere scritta nella forma
% %
Z Qis'y(t) = Z P; s" u(t) (15)
S *; i=0 i=0
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0, piu semplicemente

Q(s)y(t) = P(s) u(t) (16)
in cui P(s) e Q(s) indicano matrici polinomiali definite da
% %
P(s)=> Pis', Qs)=> Qis". (17)
1=0 1=0
Nel caso discreto una rappresentazione ingresso—uscit@ din’equazione alle differenze
del tipo " "
Y Qiylk+i)=) Pu(k+i) (18)
i=0 i=0
incui P; eQ; (i=1,...,u) indicano matrici reali con dimensionixp e ¢ x g

rispettivamente; in particolar€),, € assunta nonsingolare. Anche in questo gasaletto
ordinedella rappresentazione. Per una notazionespimplice, facendo riferimento ad una

generica successiongk ) (k=1,...,n) si definisce 'operatore differenzamediante le
relazioni
ze(k)=xz(k+1), 2*zk)=xz(k+2), ..., (19)
e, usando tale operatore, la (18)opessere scritta nella forma
—
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Q(z)y(k) = P(z)u(k) (20)

in cui P(z) e @(z) sono le matrici polinomiali
% %
P(z) = ZPi 2 Qz) = ZQi P (21)
1=0 1=0

Per i sistemi ad un solo ingresso ed una sola usgiag(=1), le equazioni (16) e (20)
relative al caso continuo e discreto, si possono scrivetbeanella forma
P(s)

u(t), y(k) =
Q(s)
Questi rapporti sono deffiinzioni di trasferimentalei sistemi cui si fa riferimento e
costituiscono una rappresentazione completa del loro odlmpento dinamico da stato
Zero.

y(t) = u(k) . (22)

Si noti che nelle funzioni di trasferimento il grado del paimio a numeratore naom
maggiore di quello del polinomio a denominatore, se si @@raino sistemi causali, la cui
risposta non dipenda @ada ingressi non ancora applicati.

—J>

7 |

=

A.A. 2010/11-p. 1422



Le radici delle equazioni polinomial
P(s)=0 o P(z)=0 (23)
Q(s)=0 o Q(z)=0 (24)
si dicono rispettivamenteeri e poli della funzione di trasferimentB(s) /Q(s) oppure

P(2)/Q(z). Per sistemi a molti ingressi e molte uscite le (16) e (20psspno scrivere
nella forma

_aggQ(s)

() = Q1 (5) Po)u(t) con Q1 (s) = FEET (25)
(k) = Q71(2) P(2)ulk) con @71(z) = 552 (26)

Ciascun elemento delle funzioni di trasferimentmatrici di trasferimento

G(s) = Q7' (s) P(s) e G(z) = Q™ '(2) P(2) (27)

e un rapporto di polinomi, e rappresenta la funzione di ¢r@sfento che pone in relazione

I'ingresso e l'uscita corrispondenti rispettivamentaablonna ed alla riga in cui si trova.
=
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Nel caso multivariabile poli sono le radici delle equazioni polinomialét QQ(s) =0 0

det Q(z) =0, mentre I'estensione del concetto di zero conduce allaidefire deglizeri di
trasmissione

5.4 Relazioni fra rappresentazioni nello spazio degli stdt ingresso—uscita

Teorema — Ogni sistema lineare stazionario continuo ammette unaespptazione del
tipo (16), in cuiyu e il grado del polinomio minimo della matrice dinamida

Dimostrazione: Si considerino le derivate rispetto al tempo dell’equagidnuscita
y(t) = Cx(t) + Du(t); sostituendo alle derivate dit) i valori ottenuti derivando
I'equazione di stata:(t) = Ax(t) + Bu(t) Si ottiene:

y(t) = Cx(t) + Du(t)
sy(t)=CAx(t)+ CBu(t) + Dsu(t)
sy(t) =CA*z(t) + CABu(t) + C Bsu(t) + D s*u(t)

oooooo

—1
shy(t) =C At x +ZCAJBSM I= () + D s* u(t) (28)

71=1
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Sia M +q A¥ 1t +...+¢q, il polinomio minimo di A. Si moltiplichi la prima delle precedenti
relazioni perg,,, la seconda pey,,_; e cos via, la penultima sa moltiplicata pei; .
Sommando membro a membro, si ottiene

I %
st y(t) + Z g s"ty(t) = Z P; s u(t) (29)
1=1 1=1
IncuiconP; (¢=1,...,u) siindicano matrici costanti x p. La rappresentazione ottenwa

del tipo (16).

Per i sistemi discreti si ottiene un risultato analogo sastidos con z.
Corollario — Ogni sistema lineare stazionario discreto ammette unaeapptazione di
ingresso—uscita del tipo (20) in cuie il grado del polinomio minimo dA,;.

Dalla (29) si ricava immediatamente la matrice di trasfemtoG(s). Raccogliendgy(t) al
primo membro e dividendo per il polinomio minimo si ottiene
im0 Di 8°

- 30
SH 4D i i ST (30)

G(s) =
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Si noti che ogni elemento a secondo membuma funzione razionale propria. Un
procedimento alternativo per ricavare la matrice di tnaigfento del sistema direttamente
dalle equazioni di stato consiste nello scrivere le equmziel sistema nella forma

sx(t) = Ax(t) + Bu(t) (31)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (32)
da cui
z(t) = (sI — A)~! Bu(t) (33)
y(t) = (C (sI — A)~" B+ D) u(t) (34)
e infine |
G(s)=C(sI—A)"'B+D = dot(sI — A) Cagg(sl—A)B+D. (35)

Le funzioni razionali nella matrice (35) sono strettameprigprie, poicke det(s/ —A) e un
polinomio di gradon e C' agg(sI — A) B € una matrice polinomiale i cui elementi hanno
gradi minori o uguali a»—1. L'eventuale differenza fra il grado del polinomio a
denominatore della (30) e quello della (¥54lovuta a possibili cancellazioni di fattori
comuni nel numeratore e nel denominatore delle frazionnpatiali.
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5.5 Realizzazione di una risposta impulsiva

Con il terminerealizzazionesi intende la deduzione di un modello nello spazio degli stat
per un sistema dinamico a partire da un modello di ingressntauoppure da sequenze di
Ingresso—uscita rilevate sul sistema; in quest'ultimaaasi riferisce normalmente a
modelli a tempo discreto. Un classico problema di realimraeze quello che fa riferimento
al campioni della risposta impulsiva.

Problema — Assegnati i campioni della risposta impulsiva del modelszigeto di un
sistema puramente dinamid®; (1), W (2), ..., determinare una tern;, By, Cy che
descriva un sistema dinamico di ordine minimo con la rispospulsiva assegnata.

Soluzione — Si costruisca la matrice di Hankel di campioni della rispostpulsiva data

W) W(©2) W) ...
W we) we 6
W(3) W(4)
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e si calcoli il rango delle sottomatrici

My = M

Wi(1)
— (W (2)
W(3)

T = S
/N N N
s & X

) (37)

Si otterm, in generale, la sequenza crescente 2, 3n,.n, ...che si stabilizza all’'ordine
minimo, n, dei sistemi in grado di generare la sequenza assegnatansderi ora la

matrice

Mn—l—l —

r1

()

| "nt1 |

(38)

e si esprima la sua ultima riga come combinazione linealte getcedenti attraverso la

relazione

T+l = OQ9T1 + Q1T+ -+ Qp_17Tp .

(39)
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Realizzazioni di ordine minimo della risposta impulsivaasamlerata sono descritte dalle
terne

0 1 0 W(1)
0 0 1 W(2)
Ay = By=|
Qo a1 ap | _W(n)_
cCi=11 0 0 ... |. (40)
0 O 07y 1
y 1 0 a1 .y 0
d — Ly =
0 O Qlp—1 0
= lwa) we ... wm)l . (41)
- 1= W) W) (n)
| ‘r“:n
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Si osservi che il polinomio caratteristico df, e di A] e
p()\):)\"—Ozn_l)\”_l—---—al)\—ao. (42)

Dimostrazione: Essendo, per un sistema discréto(k) = Cy A%~! By perk > 0, la
matrice (36)e data da

CiBy Cy4A4By CyA2B,

C,A;B; CyA%2B; C4 A3B
dAdDbq dAgDd dAgDg ; (43)

C,A2B; CuA3B,

I'ordine del modello viene determinato come ilipiccolo intero compatibile con la
relazione

i=aoltarAgt a1 Ay (44)
E poi immediato verificare che pe¥,, B, C', e perA’;, B/, C"/ risulta, per costruzione,
CHAY I B =Cl AT B =W (k) perk=1,2,....n; (45)
la validita della stessa relazione per- n deriva poi dalla (44).
&
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